Lésningar differentialekvationer
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y =17y = y' -1ly=0

Detta &r en homogen differentialekvation av forsta
ordningen med den allménna lésningen y = C - '™,

dér C ar en godtycklig konstant.

» Svar:y=C-el™

y' = 0,35y

Detta dr en homogen differentialekvation av forsta
ordningen med den allménna lésningen y = C - %35,

dér C dr en godtycklig konstant, E

» Svar:y =3 - %%

y' =0,015y

Detta dr en homogen differentialekvation av forsta
ordningen med den allminna lésningen y = -0015%
dédr C dr en godtycklig konstant.

YN =C-e’=2 = =g

y =2 g1

» Svar:y =2 . e®015¢

Yy ¥+x=0

» Svar: —%, % respektive —é—
5 ,_ 2
' +2y=0 = y'= —?-y

2,

J”(3)=—3 9=-6 (x=30chy=9)

Enpunktsformen for réta linjens ekvation ger

954,

y-9=-6:(x-3)
y =—-6x + 27

» Svar:y = —6x + 27

y' =-0,024 - (y - 20)
y' +0,024 - y = 0,48

Detta 4r en inhomogen differentialekvation av férsta
ordningen. Vi siker forst den allménna l6sningen y,
till den homogena ekvationen y' + 0,024 - y = 0.
Denna allménna losning dr y, = C, - e 024,

Vi stker en partikulédrlésning & till den inhomogena

ekvationen y' + 0,024 - y = 0,48. Eftersom hoger led 4r
en konstant ansétter vi en konstant Yy=a = yp’ =0,

0,48
0,024

Insattning ger 0 + 0,024 = 0,48 = a = 20
F= 20 4r en partikularlésning.

Den allminna lésningen till den inhomogena

ekvationen dry = Yp+¥y= 20 + Cl . o=0:024¢

y(5)=20+C;- 0 0024-5_ 9, e, o012 _gr
Cl . e*0,12= 65 = CI = 65 .90,12
y= 20 + 65 - 60’12 i 9-0,024.?: 20 + 65 - 60’12 ~0,024¢

9(22) =20 + 65014 -0024" 22 g3 5 0

> Svar: 63 °C
955. y' = -3y
Detta dr en homogen differentialekvation av férsta
ordningen med den allménna lésningen y = C - e,
dar C &r en godtycklig konstant.
yW =9 2.3
C=3-¢b
y=3-eﬁ-e’3x=3 _86—3x
» Svariy =353
956. y' +y = 0 4r en homogen differentialekvation av

forsta ordningen. Den har den allménna lésningen
y=C"-e™ déar C ar en godtycklig konstant. Att
Iosningskurvan skall g genom punkten (0, 3)
innebir att y(0) = 3.
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957.

958.

959.

y0)=C-e’=3 = C=3
Da far vi funktioneny =3 - e™,

» Svar: Allmén losning ary = C - ™. Den lésnings-

kurva som gar genom (0, 3) har ekvationen
y=38-7%
¥ =2y=0

Detta ar en homogen differentialekvation av forsta
ordningen med den allménna lésningen y = C - 2,
dar C ar en godtycklig konstant.

Satt y(2) = 3.
y2)=C 62223 = C=8-c"
y=38-e4.e25_3.¢20-1

» Svariy=3 >4

m' =-0,231m

Detta dr en homogen differentialekvation av
forsta ordningen med den allménna lésningen
m=C-e®* dar C ar en godtycklig konstant.

Satt m(2) = 23.

m(2)=C-e 12 93
C=23-e"21"2 .36 5 mg = m(0)

m(t) = 36,5 - %231 ¢

36,5
—= 18,85
2

Satt 86,5 - e 231 ¢

e _05 = -0,231-¢=1n0,5

t=3,0h

» Svar: m(0) = 37 mg och halveringstiden &r 3,0 h.

a) Tiden ¢ ar rdknas frén ar 1980. Om halten dioxin
betecknas med y far vi ekvationen y’ = -0,015y.

» Svar:y' =-0,015y

b) Detta &r en homogen differentialekvation av
forsta ordningen med den allménna lésningen

y=C-e %% dar Céaren godtycklig konstant.

y=0,5-C gere 013 _q5
-0,015¢=In05 = ¢~46
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960.

961.

962.

y=5-e3

1980 + 46 = 2026

» Svar: ungefar ar 2026

Antag att ¢ dr tiden i dygn efter den 1:e oktober.

Aar .7
dt

Detta dr en homogen differentialekvation av forsta
ordningen med den allménna lésningen T'= C - e*~,
déar C ér en godtycklig konstant.

T0)=C-e’-66 = C=66
T()=66-e

Den 1:a december &r ¢ = 61.
T(61) = 66 - e~ 61 _ 48

48
48 s
S YL R N ~0,00522
66
T() = 66 - o-100522:
Satt T(s) = 30
66 . c-0.00522 ¢ _ g1
30
30 In6
-0,00522 ¢=In"2 = po-— 68 154
66 0,00522

151 dagar efter den 1:e oktober dr 28 februari.
Vattenviarmen ricker t.o.m. den 28 februari.

» Svar: Vattenvirmen riacker t.o.m. den 28 februari.

3y+y' =0

Detta 4r ¢.2 homogen differentialekvation av forsta
ordningen med den allmédnna lgsningen y = C - e,
dér C ér en godtycklig konstant.

y0)=C-e9%a5 = =5

X

y(6)=5-e36-5.¢18.761.108

» Svar:yi61=5-¢%-761.108

ar _
dx

-kl

Detta dr en homogen differentialekvation av forsta
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ordningen med den allménna lésningen I = C - e7*¥,
dar C ar en godtycklig konstant.

IB.0)=C-e®* 30084 C
3£ =1n0,84 = k=0,0581cm™*

Om 75% stoppas sa aterstar 25%.

Satt I(x) = 0,25 - C.
Ix)=C- e—0,0581x =025 - C
-0,0581x=In 0,25 = x=23,86cm

» Svar: k= 0,0581 cm™. Om dmnets tjocklek 4r
24 cm, sa stoppas 75% av stralningen.

L:—O,OE)I-M '
dt

Detta dr en homogen differentialekvation av
forsta ordningen med den allménna lésningen
M =C e dar C 4r en godtycklig konstant.

a) 1999 - 1982 = 17 ar
M(7) = 200 - e %95 17 _ 84 miljoner kg

» Svar: 84 miljoner kg

b) Sitt M(¢) = 200 - e™*0%1 = 50.
e 005l _ () 95
-0,0561-¢=In0,25 = ¢ ~27 ar
1982 + 27 = 2009 finns 50 miljoner kg lekmogen
torsk enligt denna modell.

» Svar: ar 2009

xy -—x=1 = x-(y'-1)=1

' ¥

1
y-l=— = y'= £ +1
% x
Den sokta funktionen y dr en primitiv funktion
till ol +1.
x
y=lnx+x+C

y1)=2 = Inl+1+C=2 = (C=1

»Svariy=Inx+x+1

y' + 3y it

Lésningen till den homogena differentialekvationen
y’+3y=0:§iry0=C-e'3x.

966.

967.

En partikularlgsning till den inhomogena
differentialekvationen ar W @ D-e*.

ynp=4_D_e4x

Inséttning ger4-D-e** +3-D - e =¥
1 e4x

D=— = i
7 T T g

Den allméinna lésningen ar

- e4x
y=yD+yp=C'-e * ot =
Satt y(0) = 6.

g e4-0
y(0)=C-e + z =6
cop. L Al 41e37 4e?*
7 7 73

-3x 4x

> Svar: y = 4le 7+e

y=C-e""*_2. (gsinx+1)=C-e5"*_ 2.5inx- 2

sin x

Derivering gery' =C -cosx - e -2-cosx.

y' och y siitts in i differentialekvationens vinsterled.

y' —-y-cosx=

sin x sinx _

=C-cosx-e -2-cosx-(C-e

-2-8inx-2)-cosx =

sin x sinx
+

=C-cosx-e ~2-cosx-C-cosx-e
+2-sinx-cosx+ 2:cosx= 2-8inx:cosx=
= sin 2x = hogerledet

sSinx_ 9. (sinx + 1) 4r saledes en lésning till

y=C-e
differentialekvationen y’ — y - cos x = sin 2x, vilket

skulle visas.

dT

U e T, ) = S kT = kT,

dt

Detta 4r en inhomogen differentialekvation
av forsta ordningen.

Den homogena ekvationen % + kT =0 harden
allmédnna lésningen T(#) = A - e,

Vi ser omedelbart att T = T &r en partikular-
lésning till den inhomogena ekvationen.

Den allm#nna lésningen till den inhomogena
ekvationen ar T(t) = A - e + T,
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Vi har att 7(0) = 20 och T, =220

Insittning ger T(0) =A - e * 0 4 290 = 20,
vilket ger att A = —200.

Insdttning av 71(0,5) = 36 ger
T(0,5) = -200 - e * 05 4 990 = 36

g k95 _ g
-0,5-k=1n0,92
k=-2-1n0,92

T(t) = 200 - 2 1n0.92:¢ 991
Séitt -200 - e* 09272 990 _ g9,
92 -1n0,92-¢ _ 0’755

2-1n0,92 - ¢ = In 0,755

t=1,685h=~=1h 40 minuter

» Svar: Efter ca 1 h 40 minuter

dv d
958. a — = i —_— e e
ym & mg-kv = % + v=g

Med givna vidrden pa konstanterna

dv 140
dt 100

v=9,8 = ﬂ+1,4U=9,8
de¢

Detta dr en forsta ordningens inhomogen
differentialekvation.

Den allménna lésningen till den homogena

; d ,
ekvationen E:—+1,4U= 0 druy, = C.e 14t

Eftersom higer led dr en konstant ansétter vi

partikuldrlosningen vp=D = v,/ =0.

Insdttning i den inhomogena ekvationen ger

0+14:-D=98 = D=7

Den allménna lsningen ar
-1,4¢
v=uv,+u,=C-e + 7.

Sitt v(0) = 0.
o) = G- VPl = il
v(t) = -7 -1t L 7

» Svar:u(t)=-7.-e M7

b) Eftersom lim (-7-¢1+4¢ )2 0 far vi att

t—o

lim (-7-e7 L% 4 7)-7.0

t—=oc

» Svar: v gar mot gransfarten 7,0 m/s.
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970.

d
R-—q+-q—=U = £+L L
c dt RC R
Detta &r en forsta ordningens inhomogen
differentialekvation.

d
Den homogena ekvationen e . . 0
dt RC

har lésningen g, = % - e'ﬁRc, dar & &r en godtycklig
konstant.

Vi siker en partikuldrlésning till den inhomogena
ekvationen och ansétter en konstant sidan att

dg
g, =a = —— =0,
3 dt
Inséttning i differentialekvationen ger

a U

—— = =C-U
+ RC R = a
Séaledes ar qp = C - U en partikularlsning.

Den allménna lésningen till differentialekvationen
érq=q0+qp=k~e_t"RC+C-U

Eftersom ¢ = 0 vid tiden ¢ = 0 far vi
0=%k-1+C-U = k=-C-U

Detta ger att
g=C-U-C-U-e¥BC_c.y. (1 -e?RC),

Med vérden insatta far vi g = 0,0012 - (1 — e7/0:02),

Maximala virdet pa g (= 0,0012) uppnas efter ling

tid. Vid vilken tidpunkt ¢ uppgéar laddningen till

50% av detta virde, dvs. till 0,0006?

Sitt 0,0006 = 0,0012 - (1 — e /002,

1-e%%02_0 50

et002_050 = £/0,02=1n0,50

t=-0,02 -1n0,50~0,014 s = 14 ms

» Svar: Laddningen nar halva maximala virdet
efter 14 ms.

¥ +3y=9x% - 6x -4

Lésningen till den homogena ekvationen y' + 3y = 0
ary, =C- e

Eftersom hoger led &r ett andragradsuttryck ansitts
en partikuldrlésning av samma typ.

yp=ax2+bx+c = y'p=2ax+b

253




971.

972.
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Inséttning i differentialekvationen ger
2ax+b+3-(ax2+bx+c)=9x2ﬁ6x—4
Sux® +(2a +3b) x+ (b +3c)=9x% —6x - 4

Identifiering av koefficienterna ger

3a=9 = a=3

20+3b=-6 = 2-3+3b=-6 = b=-4
b+3c=-4 = 4+3c=-4 = c¢c=0

Saledes dr Fy = 3x% - 4x en partikuldrlésning.

Allménna losningen till differentialekvationen dr
y=yD+yP=C-e*3x+3x2—4x.

Sitt y(0) = 25.

C-e30,3.02-4.0=25 = C=925 *
y=25-e’3x+3x2—4x

- = WD
» Svariy=25-e 3% 4 8x2 — dx

m % =mg - kv ger med kiinda data
10-v'=10-98-20-v
v'+0,2-0v=98

Den allménna lésningen till den homogena

ekvationen dr v (t) = C - e 02t

En partikuldrlésning till den inhomogena
ekvationen drv, =D = v, =0.

Inséttningiv’ + 0,2+ v = 9,8 ger
0+0,2:D=98 = D=v,=49.

v(t) = U, +Up = G ety 49
v(0)=C-e%2'0 +49-0 = C=-49
u(t) = -49 - e 2 + 49

H 49 -0,2¢ 10
5= f(-49-e-°'2‘ +49}dt=[e‘+49t} "
0 ’ 0

i, (245-9‘0’2'10 i 49-10) - (245-e‘°=2'° +49 vo) ,,,
~ 278

» Svar: 2830 m

¥y +y=sinx+cosx

Lésningen till den homogena ekvationen y’+y = 0
ary,=C-e™

973.

974.

975.

Eftersom hoger led dr en summa av trigonometriska
uttryck ansétter vi en partikulédrlésning av samma

typ.

yp=A-sinx+B-cosx
yp’=A-cosxaB-sinx

Inséttning i differentialekvationen ger

A-cosx-B-sinx+A -sinx+B-cosx=
=sinx +cosx

(A+B) -cosx+(A-B) sinx=sinx+cosx
Identifiering av koefficienterna ger
A+B=1

A-B=1

Ledvis addition ger 2A =2 = A=1

A+B=1 = B=0

Séledes ar ¥p = sin x en partikulérlésning.
y=yo+yp=C-e_x+sinx

Satt y(0) = 5.

C-e%+sin0=5 = C=5

y=5:eF+sinx

> Svariy=5-e™ +sinx

¥y +9 =0

Den karakteristiska ekvationen ar %+ 9 =0
med de icke-reella ristterna r = £3i.

Den allménna lésningen dr da
y=C; -sindx+C, rcos3x.

» Svariy =C, -sin3x + C, - cos 3x

¥ = 3x? + 6x

y' =6x+6ochy" =6

Insdttning ger
y"+y’—y=6+6x+6—3x2-—6x=12—3x2
vilket skulle visas.

3y"'—6y +15y =0

Karakteristiska ekvationen &r
3r2-6r+15=0 = r’-2r+5=0
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